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 �����1   

 01��� ���.�� 0�.� �� ���.#( ), , ,O i j k
�� �

.   

( )S 23��ا � ���� ( ),M x y �45.�2   : �*63 ا 2 2 6 4 9 0x y z x z+ + − + + )و ا��23   = )1,1,1A و ( )3,1,0B و ( )1,0,1C −.  

) ــ "�� أن 1 )S آ-ه��   .R و ?.� ��Ω ��!� �*�دا �

2 A�Bــ أ ــ أ AB AC∧
���� ����

.   
� ���C ����3 و B و A     ب ــ ا����C أن ا��23 �E 23# .  

)      ج ــ �Bد �.�د�� ا�����ى  )ABC.   

) ــ "�� أن ا�����ى 3 )ABC �!���ا HI3� ( )S ة�Kدا �� ( )C آ-ه��   .rو ?.� ��  O �*�دا �

) ــ �Bد �.�د�� ا�����ى 4 )P �I3��!� �� ا���ا����س � ( )1,0,1C −.  

5 0�3����� ���) ــ �Bد ��$�5 "�را�� )D ��������ا HO�3� ( )ABC و ( )P.  

) ــ �Bد �.�د�� ����!� 6 )'S ى�����ا������ � ( )ABC �I3��ا �� A ا�����ى Q�آ-ه� ����� إ�) و � ) 0Q x y z+ + =.   

 R*�ا:  
2                                    ــ                             1 2 2 6 4 9 0x y z x z+ + − + + =  

2 2 26 4 9 0x x y z z− + + + + =  
22 29 4 99 46 4 0z zx yx −− + + + − ++ =+  

( ) ( )2 223 2 4x y z− + + + =  

( ) ( )2 22 23 2 2x y z− + + + =  

��� � ا��23 إذن �( )S آ-ه��) ه� ��!� � )3,0, 2Ω 2R و ?.� �� − =.   

A�*�� AB  أ ــ  ــ2 AC∧
���� ����

.   

 �����AB     ��*�د إ�Bا,��� ا���
����

AC و 
����

.   

    ( )2,0, 1AB −
����

)   و  )2, 1,0AC − −
����

0     إذن  1 2 1 2 0
1 0 2 0 2 1AB AC i j k− −

− − − −∧ = − +
���� ���� �� �

  

                    1 2 2AB AC i j k∧ = − + −
���� ���� �� �

  

) :إذن  )1,2, 2AB AC∧ − −
���� ����

  

0ABأن       ب ــ "��  AC∧ ≠
���� ���� �

 �����S� ABن ا���
����

AC و 
����

� ���������3 و ��T ا��23 �E A و B و C����3��� ��E 23# .   
)      ج ــ ا�����ى  )ABC ����3����ا ��U�ا��*�د "���23 ا A و B و C   

 �I3��ه� ا�����ى ا���ر �� ا         A ���AB و ا��� AC∧
���� ����

T��  ���1�� .  
)         إذن �.�د�� ا�����ى  )ABC R!)�ا Q�  A�!� 2 2 0x y z d− + − + =.   

)         و �
	 أن  )ABC�� ��� A نS� : 1 2 2 0d− + − + = �
1d و� ) إذن ��	د�� = )ABC 2 ه� 2 1 0x y z− + − + =.   

)�!� #��� أن *    ــ     3 )ABC��ا HI3�  �!�( )S ��" ������ا A�*# ( )3,0, 2Ω �آ- ا���!� و ا�����ى −� ( )ABC.   

                                      ( )( ) ( )
( ) ( )2 22

3 2 0 2 2 1 2 2
, 2

391 2 2
d ABC r

− + × − × − +
Ω = = = < =

− + + −
  

)               "�� أن  )( ),d ABC rΩ ) �Sن > )ABC�!���ا HI3�  ( )S ة�Kدا �� .  

�ة           * Kآ- و ?.�ع ا��ا�)��*�د � )C ا�����ى HO�3� ( )ABC �!���و ا ( )S.   

 ***     ����� ���)0�3��*�د ��$�5 "�را�� )D �I3��ا���ر �� ا Ω ا�����ى Q�  و ا�.��دي ( )ABC.   

)"�� أن             )D �� ���  Ω Q�  و  ��دي  ( )ABC�ن اS�  �����( )1,2, 2AB AC∧ − −
���� ����

 T� ��Y�� .  
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 �
 :                                                             و�

3

0 2

2 2

x t

y t t

z t

= −
 = + ∈
 = − −

ℝ  

)�0 ��*�د HO�3� �I3# ا����3     *** )D و ا�����ى ( )ABC.   

           �!��    ( ), ,M x y z إذن ��	ا��� ���� 

3

0 2

2 2

2 2 1 0

x t

y t t

z t

x y z

 = −
 = + ∈ 

  = − −
− + − + =

ℝ
    

)و "������               ) ( ) ( )3 2 2 2 2 2 1 0t t t− − + − − − + =   

                         3 4 4 4 1 0t t t− + + + + + =  
                         9 2 0t + =  

                      
2

9
t

−=  

                  

2 2 29
3 3

9 9 9

2 4
0 2

9 9

2 4 14
2 2 2

9 9 9

x

y

z

 − = − = + = 
 

 − − = + =  
 

 − − = − − = − + =  
 

  

�ة           Kآ- ا��ا�)و��S�  Tن  � )C �I3��ه� ا 
29 4 14

, ,
9 9 9

I
− − 

 
 

  

��د     ***
�r ة�)  !�	ع ا��ا� )C.   

  �����           
2

2 2 2 2 4 32 4 2
2 4

3 9 9 3
r R d

 = − = − = − = = 
 

  

)و ��T ا�����ى  )ABC �!���و ا ( )S ة�Kن �� ا��ا�.O�3�� ( )C آ-ه�� ا��� �
29 4 14

, ,
9 9 9

I
− − 

 
 

 و ?.� �� 
4 2

3
r =.   

)� �.�د�� ا�����ى �*�� ــ 4 )P�!���� ا����س ( )S �I3��ا �� ( )1,0,1C −.  

) "�� أن ا�����ى  )P �!���� س��� ( )S �I3��ا �� ( )1,0,1C ) �Sن ا�����ى − )P �I3��ا �� ��� ( )1,0,1C −   

 ���) و ا��� )4,0,3CΩ −
����

) ��  ���1��T و��S� Tن �.�د�� ا�����ى  )P R!)�ا Q�  A�!� : 4 3 0x z d− + + =  

 �I3��و "�� أن ا( )1,0,1C ) ����� إ�Q ا�����ى − )P نS� :          ( )4 1 3 1 0d− × − + × + =  

              4 3 0d+ + =  
7d = −  

)إذن �.�د�� ا�����ى   )P     4 3 7 0x z− + − =  

)*��� ��$�5 "�را����� �����0�3  ــ �5 )D ��������ا HO�3� ( )ABC و ( )P.  

)    "�� أن ا����0�3  )D ��������ا HO�3� ه� ( )ABC و ( )P �������" TY�� T#S� 'n n∧� � Z�*" n
�

 Q�  ���1�� ����� ( )ABC   

n'        و
�

  Q�  ���1�� ����� ( )P و "�� أن ( )1,2, 2n − −�
)  و )' 4,0,3n −�  

                     �Sن  
2 2 1 2 12

'
0 3 4 3 40

n n i j k
− − − −

∧ = − +
− −

�� �� �
  

                                               ' 6 11 8n n i j k∧ = + +
�� �� �

       

    ���)             و ��T ا��� )6,11,8u
�

 0�3����� ��Y�� ( )D.   

)        و "�� أن ا��������  )ABC و ( )P �I3��ان �� ا��� ( )1,0,1C ) �Sن ا����0�3 − )D �� ��� ( )1,0,1C −   
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                         و "������ 

1 6

0 11

1 8

x t

y t t

z t

= − +
 = + ∈
 = +

ℝ 0�3����� ي�)  ��$�R "�را�� )D.   

)� �.�د�� ����!� �*�� ــ 6 )'S ى�����ا������ � ( )ABC �I3��ا �� A ا�����ى Q�آ-ه� ����� إ�) و � ) 0Q x y z+ + =.   

  
)         ا���!�  )'S ى������ ����� ( )ABC �I3��ا �� A 0�3����ا Q�آ-ه� ����� إ�) إذن � )∆ ���
   A ا�
	ر �" ا�

)         و ا�.��دي  �Q ا�����ى  )ABC ا�����ى Q�آ-ه� ����� إ�) و #.�0 أن � )Q   

)         إذن ��آ- ا���!�  )'S 0�3����ا HO�3� ه� ( ) و ا�����ى ∆( )Q.   

 **    0�3����� ���)��*�د ��$�5 "�را�� )∆:   

)       "�� أن    )∆ �I3��ا �� ��� A ا�����ى Q�  و  ��دي  ( )ABC  ا�����ى Q�  ���1���ا ���)  �Sن ا��� )ABC Tو�� T� ��Y��   

                                                                             

1

1 2

1 2

x t

y t t

z t

= −
 = + ∈
 = −

ℝ  

 **    HO�3� �I3# د�*��( ) و ∆( )Q.   

 �!��                  ( ), ,M x y z إذن HO�3��ا �I3# 

1

1 2

1 2

0

x t

y t t

z t

x y z

 = −
 = + ∈
 = −
 + + =

ℝ
    

1             و "������  1 2 1 2 0t t t− + + + − =   
                         3 0t− + =  
                         3t =  
                        

                  

1 3 2

1 6 7

1 6 5

x

y

z

= − = −
 = + =
 = − = −

  

)     و ��S� Tن ��آ- ا���!�  )'S �I3��ه� ا ( )' 2,7, 5Ω − −.   

)��*�د ?.�ع ا���!�    **  )'S.  

)        ا���!�  )'S آ-ه��� ( )' 2,7, 5Ω − − �� �) و �� )1,1,1A إذن ?.� �� ه� ' 'R A= Ω.   

        ( ) ( )2 22' ' 3 6 6 9 36 36 79R A= Ω = − + + − = + + =   
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